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S T U D I O R U M  P R O G R E S S U S  

1Dber d a s  H a u p t p r o b l e m  

be i  k o n v e x e n  R o t a t i o n s k 6 r p e r n  

B e k a n n t l i c h  b i lde t  m a n  die Menge  aller  k o n v e x e n  K6r-  
per  v e r m i t t e l s  der  Ausdr i icke  

4 ~ F  48~  ~ V 
x = M----~- ; y Ma (1) 

auf  eine ( x , y ) - E b e n e  ab.  Es  e n t s t e h t  das  P rob l em,  den 
R a n d  des Bildes  a u f z u f i n d e n L  

Der  d i rek te  L6sungsweg  b e s t e h t  dar in ,  dass  m a n  2 der  
3 Masszah len  V, F ,  M v o r g i b t  und  die E x t r e m a  der  dr i t -  
t en  au f such t .  Diese M e t h o d e  h a t  bis j e t z t  nu r  in wen igen  
SpezialfXllen z u m  Ziel gef i ihr t .  Hie r  zeigt  sich n u n  ein 
Ausweg  : Man f i ihr t  i rgend  zwei Hi l fsgr6ssen  a, b ein, die 
fiir k o n v e x e  K 6 r p e r  yon  B e d e u t u n g  sind,  u n d  b e s t i m m t  
h e r n a c h  d ie jen igen  t (6 rper ,  ffir welche V, F ,  M e x t r e m a l e  
~Verte a n n e h m e n .  Solche Gr6ssen s ind  beispie lsweise  
Durchmesser  und  Dicke fiir a l lgemeine  k o n v e x e  K6rper ,  
Liinge oder  Pold i s tanz  u n d  . ; fquatorradius,  Liinge der 
erzeugenden M e r i d i a n k u r v e  u n d  Flgiche des M e r i d i a n -  
schnit tes ffir k o n v e x e  R o t a t i o n s k S r p e r .  

Ft i r  l e t z te re  ge l ing t  es nun,  m i n d e s t e n s  unschar[e 
Bildrginder zu e rha t t en ,  was  u n t e r  a n d e r e m  b e d e u t e t ,  
dass  n e b e n  den  schon  b e k a n n t e n  n o c h  wei te re  Re la t io -  
nen  zwischen  den  Masszah len  b e s t e h e n  mtissen.  In  der  
vo r l i egenden  A r b e i t  w e r d e n  zwei  v e r s c h i e d e n e  Ans~itze 
a u s g e w e r t e t .  

A. W i t  b e t r a c h t e n  d ie jen ige  T e i h n e n g e  ~0l x al ler  kon-  
v e x e n  R o t a t i o n s k 6 r p e r ,  de ren  I n d i v i d u e n  [este Lt inge oder  
Pold i s tanz  l u n d / e s t e n  J fquatorradius  r aufweisen .  Diese 
R o t a t i o n s k 6 r p e r  t i n d e n  in e i n e m  fes ten  Zy l inder  m i t  den  
c h a r a k t e r i s t i s c h e n  Massen  l u n d  r P la tz ,  und  zwar  ber i ih-  
ren sie ]3oden u n d  Decke l  wenigstens  e i npunk t i g ,  den  
Man te l  mindes tens  in  einer Kre i s l in ie .  U n t e r  i hnen  bes i t z t  
de r  Z y l i n d e r  t r iv ia le rweise  die grO'ssten, der  symmetr i sche  
Doppelhegel  aber  die k le ins ten  Masszah len .  Man berech-  
n e t  (mit  Ma juske ln  b e z e i c h n e n  wir fo r t an  Maxima ,  m i t  
Minuske ln  Minima)  : 

V = ~ r ~ l ;  F ~  2 ~ r ( r + l ) ;  

7~ r~ l 
v = - - - ~ - ;  [ = .x r ~//*+4 r ~; 

(2) 
M = ~ ( l + ~ r ) ;  

Mit Hitfe  der  S u b s t i t u t i o n  2r = 1 • tg  ~ fo lg t  we i te r :  

8 sin ~ . 2 sin ~ (sin ~ +  2 cos q~) . 
X =  (~s inq)~-~c0sg)2 .  X =  (cosrp+sin~.~o)~ , 

32 cos ~o sin 2 q) 96 cos q~. sin 2 q7 (3) 
Y =  ( ~ s i n g + 2 c o s q ) ) 3 ;  Y =  (cosg+sinq0.q0)3 

Die B i l d p u n k t e  yon  gJ~x l icgen also innerhalb  oder  
h6chstens au[ dem R a n d e  eines # M e n  Rechtecks m i t  
achsenpavallelen Sei ten,  wobei  ausdr t ick l ich  I e s t z u h a l t e n  

1 Vergleiche H. HA~WmER, (Jber eine [ehlende Ungleichung in der 
Theorie der konvexen K6rper, El. Math. 2, Nr. 3 (1947). 

ist, class die Ecken  gemiiss unserer  I ( o n s l r u k t i o n  nicht  
B i l d p u n h t e  s ind  (Abb. 1). 
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Abb. 1. 

\Vollen wir nun  das Bi ld  der  ganzen  Menge ~ al ler  
k o n v e x e n  Ro t a t i o n s k O r p e r  yon  be l ieb igem l u n d  r er- 
ha l ten ,  so h a b e n  wir nu r  ~ das  In t e rva l l  0 ~ ~ ~ ~/2 
du rch l au fen  zu lassen und  die Verein igungsmenge der  so 
e r zeug t en  unend l i chen  Folge  yon  R e c h t e c k e n  zu be- 
s t i m m e n L  

Die B i ld rands t f i cke  PQ und  QO s ind b e k a n n t  2. Also 
brauet len  wi t  uns  nu r  noch  mi t  d e m  Stfick O P  zu be- 
fassen a. N u n  b e r e c h n e t  m a n  : 

• 16 [1 + sin 2 qv- ze/4. sin (2 q~); x (0) 7. ~'(~12) = 32/~ a 
(~ sin q~+ 2 cos q))a 

3)= 32 sin~0 ~ (4 cos F -  ~ sin F) 
( r ts inq)+2cosrp)  ~ ; 2 ( 0 ) = 0 ;  ~ , (2 /2 )~-32]z t  a 

10 P (8/~L O) 

Abb. ~2. 
1 KappenkSrperkurve o Kurve der symmetrischen Kugclzonen 

S unscharfer Rand 

x ist im ganzen Intervall  0 ~ ~ <~ z~/2 positiv; a l s o  

~viichsl x monolog% 

; bes i t z t  noch  genau  eine Nul ts te l le  fiir tgq)* = 4 /~ ;  des-  
h a l b  we i s t  y genau  ein nicht tr iviales  M a x i m u m  auf.  

1 Wegen der Invarianz yon (3) gegenfiber ~hnlichkeit sind wirklieh 
alle konvexen Rotationsk6rper erfasst worden! 

T. BONNESEN und W. FENCHEL, Theorie der konvexen K6rper. 
Vgl. Abb. 2. - H. HAmVlGER, Beweis einer Extremaleigenscha# der 
symmetrischen Kugelzone, PortugaUiae Mathematica 7, Fasc. 2 (I948). 
- G. BOL, Beweis einer Vermutung yon Muikowski, Abh. math. Semi- 
narder Hamischen Universit/it 15 (1943). 

3 Dass ein solches existieren muss, hat wohl zuerst H. HADWIGER 
bemerkt. 

4 = d/dq). 
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Der  P u n k t  A b e s c h r e i b t  also e ine  K u r v e ,  die be i  O 
w a a g r e c h t  b e g i n n t ,  genau  e inen  Sche i te l  in b e z u g  auf  die 
x -Achse  d u r c h l a u f t  u n d  s o d a n n  bei  P mi t  de r  S t e igung  
dy/dx  = -- 1 e inmf inde t .  

Bei d ieser  Sachlage  wird,  wie m a n  sofor t  e rkenn t ,  de r  
gesuch te  unscha r f e  B i l d r a n d  b e s c h r i e b e n :  In  der  U m -  
g e b u n g  yon  0 d u r c h  die Bahnhurve des Punk tes  B;  in 
der  U m g e b u n g  yon  P d u r c h  die Bahnkurve  des Punktes  
A (Abb.  2). Dieser  inne re  R a n d  wie a u c h  der  tLussere 
l iessen s ich  t ibr igens  m i t  Hi l fe  v o n  (3) genau  d i sku t ie ren .  

B. W i t  b e t r a c h t e n  j e t z t  d ie jen ige  Te i lmenge  ~ ,  a l ler  
k o n v e x e n  R o t a t i o n s k S r p e r ,  d e r e n  I n d i v i d u e n  fes te  
Liinge oder  Poldistanz 1 u n d  [este Liinge der erzeugenden 
Meridiankurve L aufweisen .  Es  ge l t en  fo lgende  Hilfs-  
s~tze  : 

I. Das  gr6ss te  V o l u m e n  V bes i t z en  R o t a t i o n s k 6 r p e r ,  
die d u t c h  R o t a t i o n  e iner  elast ischenLinie e n t s t e h e n  x. 

I I .  Das  k le ins te  V o l u m e n  v be s i t z en :  
im In tervM11 <~ L < 4I/3 Zyl inder ,  
im I n t e r v a l l  4l/3 < L < ~-~ spez. Kegelsli~mp/e, 
im I n t e r v a l l  l/~- < L < co Kegel ~. 

II~.  Die gr6ss te  Oberf l l iche  F be s i t z en  die R o t a t i o n s -  
k6 rpe r  yon  an  der  x -Achse  au fgeh / ing ten  Ketten- 
l inien m i t  e iner  L~Lnge aus d e m  I n t e r v a l l  l ~ L < oos. 

IV.  Die k le ins te  Oberf l~che  J be s i t z en  Kegelsti~mp[e ~. 

V. Das  g r6ss te  I n t e g r a l  de r  m i t t l e r e n  K r t i m m u n g  M 
b e s i t z e n  symmetrische Doppelkegel a. 

VI. Das  k le ins te  I n t e g r a l  de r  m i t t l e r e n  K r f i m m u n g  m 
bes i t zen  Z ylinder 4. 

Die Masszah len  l a u t e n :  

II. l <<L ~ 4 l / 3  "--> v l = - ~ - ( L - l ) ~ , z  

,'zl 
4 1 / 3 < L  <l~21  --> v ~ = ~ ( 3 L  z-412) ,  (4) 

~'-21< L < oo ---> vs = ~ - - - -  . 

III.  0 < y  < oo; F --  ~rl----~2 [~irt ( 2 y ) - 2 ~ 3 ;  
- -  8~ ,1  

(5) 
L = -/-" ~ [ n ~  

Y 

IV. I < L < c ~ ;  / = 2 ( L z -  Is)" (6)  

V. 0 < t o < z e / 2 ;  M = z l ( t g t o . y ~ +  1); 
(7) 

L = l • sec ~ 

VI. I ~ . L  ~ e o ;  m ~¢r  [ 2 ( L - - l ) + l  1. (8) 

D u r c h  K o m b i n a t i o n  v o n  (4), (6) u n d  (7) g e w i n n t  m a n  
ein St t ick  der  B a h n k u r v e  des P u n k t e s  A in P a r a m e t e r -  
dars te l lung ,  n~imlich : 

2 sin 2 ~ 4 sin* ~0 • cos ~0 
x =  (costo+sinto.~0)2; Yx= (cos to+ sin to " to) ~ (9) 

~z/4 < ~p < n /2 .  
[Mit Rficksicht auf das Teilintervatl f i i rLin (4) und gemass (7).] 

1 Vergleiche E. CZUBER, Vorlesungen iit~er Di[[erential- und Inte- 
gralrechnung, 2, 5. Abschnitt. 

H. BIERS, Zwei Minimumprobleme iiber konvexe Rotationsk6rper, 
El. Math. 9, Nr. a (1954). 

3 Vergleiehe O. BOLZA, Vorlesungen i~ber Variationsrechnung, und 
A. Kx~s~R, Lehrbuch der Variationsrechnung. 

4 H. BIERI, Ein Minimum-Maximum-Problem i~ber konvexe Ro- 
tationskOrper, Commentarif math. helv. 28, Fase. 2 (I954). 

Das komptizierte V brauchen wit zum Nachweis des innern Ran- 
des nicht! 

W e i t e r  b e n 6 t i g t  m a n :  

= 4 sinto " c°s2Y ~ 
(costo+sin~.y~) z ; x(~]2) = 0! 

= 4 sin 3 to [4 cos a ~0 + sin to cos 2 to, to - sin 2 to cos to - sin 3 to" ~0] 
(cos ~0 + sin to • ~o) 4 

Es l~sst s ich b e w e i s e n ,  dass  y ausser  fiir  ~ = 0 n o c h  
genau  eine Nul ls te l le  aufweis t ,  die n i c h t  n~he r  u n t e r -  
s u c h t  zu w e r d e n  b r a u c h t L  Die B a h n k u r v e  y o n  A mfin-  
d e t  in P m i t  de r  S t e i g u n g  dy /dx  = -- oo! 

Es w/ire d u r c h a u s  m6glich,  aus  (5), (8) u n d  (4) die  
B a h n k u r v e  des P u n k t e s  B zu kombin ie ren~ .  W i r  wol len 
d iesen  R e c h n u n g s a u f w a n d  u n t e r l a s s e n  u n d  uns m i t  de r  
F e s t s t e l l u n g  z u f r i e d e n g e b e n , d a s s  v e r m i t t e l s  des  zwei ten ,  
a n s p r u c h s v o l l e r e n  A n s a t z e s  in der  linksseitigen Um- 
gebung y o n  -P eine wesen t l i che  V e r b e s s e r u n g  erz ie l t  
we rden  k o n n t e  s (Abb.  3). 

a 

10 P 
Abb. 3. 

Z u s a m m e n f a s s e n d  s te l len  wir  tes t ,  dass  im Blaschke-  
D i a g r a m m  fiber der  x -Achse  ein yon Rotationsk~rperbild- 
punkten  [reies Gebiet existiert. Die n o c h  f eh l enden  Be-  
z i ehungen  zwischen  den  3 Masszah len  k 6 n n e n  na t f i r l ich  
ers t  a n g e g e b e n  werden ,  w e n n  der  e x a k t e  B i l d r a n d  be-  
k a n n t  i s t  4, 

H.  BI~RI 
Bern, den 78. Augus t  195d. 

S u m m a r y  

I t  is s h o w n  t h a t  over  t he  d i s t ance  0 ~ X -<, 8/n 2 in t he  
d i ag ram,  t h e r e  is a reg ion  wh ich  is free f r o m  p ic tu re  
p o i n t s  ((~Bildpunkten>~) of t he  c o n v e x  r o t a t i o n  bodies .  
This  asse r t ion  is based  on t w o  d i f f e r en t  g roup ings  of t h e  
convex rotation bodies into troops, namely at constant 
l e n g t h  1 a n d  c o n s t a n t  r ad ius  of  t h e  e q u a t o r  r, a n d  a t  
c o n s t a n t  t a n d  c o n s t a n t  l e n g t h  of t h e  r e su l t i ng  mer id ia l  
cu rve  L. F r o m  th is ,  n e w  re la t ions  l i ke  b e t w e e n  t h e  
m e a s u r e m e n t s  of t he  c o n v e x  r o t a t i o n  bodies  follow. 

1 Dies wegen der 0berschneidung der Bahnkurve yon A durch 
die Bahnkurve vort B. 

2 Man mflsste in (7) M dutch L ausdriicken, hernach gem/iss (5) 
den Parameter ~' einf/ihren und bek/ime dalm eine Parameterdar- 
stellung s/imtlicher Kurven mit y als Parameter. 

z Letzthin ist, gestfitzt auf Resultate yon H. HADWlGER, in der 
Umgebung von P ein neuer, unerwarteter Effekt festgestellt worden, 
Eine diesbezflgliehe Publikation wird erscheinen. 

4 Es ist bemerkenswert, dass mit einfachen Hilfsmitteln Aussagen 
fiber das gauze Bild vorxgJ[ gemacht werden kSnnen. Die Bedeutung 
dieser Teilresultate w~ire erheblich gr6sser, wenn der exakte Bildrand 
nicht schon teihveise bekannt w~e. Die gleiche Situation hat sich 
im allgcmeinen Problem dutch Einffihrung yon Dicke und Durcb- 
messer ergeben, wo Ieider nicht einmal das l~ngstbekannte unscharfe 
Raudstfick X ~ 1 (M 2 - 4 z F ~> 0) verbessert werden konnte. 


